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مقدمه
ــئله اى  ــيار مبتكرند. وقتى با مس دانش آموزان بس
ــوند كه نمى دانند چگونه آن را حل كنند،  مواجه مى ش
الگوريتم هايى ابداع مى كنند و آن ها را براى حل مسئله 
به كار مى برند، هرچند اغلب اين الگوريتم ها به پاسخ هاى 
نادرست منتهى مى شوند. مثلاً در فرايند يادگيرى عمل 
تفريق، اكثر دانش آموزان، اشتباه معروفِ «كوچك تر را 
از بزرگ تر كم كن» را مرتكب مى شوند (بن زيو، 1996)

ــى در  ــى از مهم ترين موضوع هاى درس رياضى يك
ــا تدريس مؤثر و  ــت، ام ــدارس، در جوامع كنوني اس م
ــت. مي دانيم كه رياضى  ــيار مشكل اس مطلوب آن بس
علمي انتزاعى است، بنابراين به محض اينكه ارتباط خود 
را با دنياى واقعى، كه دانش آموزان مى شناسند، از دست 
مى دهد، براى بسيارى از آن ها بى معنى مى شود. به همين 
دليل است كه در سراسر دنيا، دانش آموزان در درس هاى 
ــيارى از بزرگ سالان  رياضى خود افت دارند و حتي بس
ــيارى از  ــن، بس ــد. هم چني ــز آن را درك نمى كنن ني
ــكل مى دانند (بيشاب،  معلم ها نيز درك رياضى را مش

ــكل آفرين در  ــراى مثال، يكى از مفاهيم مش 1998). ب
شروع يادگيرى جبر، درك علامت تساوى است. 

ــلام آزاد (1380)، دانش آموزان عموماً  ــه غ به گفت
ــمى جبر شوند، شروع به  قبل از آنكه وارد آموزش رس
حل معادلات ساده مى كنند. اما تجربة آن ها از علامت 
ــاب، كه در واقع براى آن ها به معناى  ــاوى در حس تس
«دنبال جواب بودن» است، ممكن است در درك آن ها 
ــذارد. آن ها عموماً علامت  ــه و عبارت ها اثر بگ از معادل
ــاوى را به عنوان علامت «جواب را بنويس» در نظر  تس
مى گيرند، به جاى آنكه اين علامت، مفهوم هم ارزى دو 
ــان تداعى كند. در نتيجه، به اين دليل  عبارت را برايش
ــت  ــى جبر اس كه معادله يكى از مفاهيم اوليّه و اساس
كه دانش آموزان از آن براى ايجاد مدل ها و حل مسائل 
رياضى استفاده مى كنند، بسيارى از محققان، در زمينة 

درك دانش آمـوزان 
پاية  اول متوسـطه (نهم)  
ازمفهـوم

مليحه دهقان نيري، كارشناس ارشد آموزش رياضي و دبير رياضي باقرشهر، 

شهرستان هاي استان تهران

زهرا گويا، دانشگاه شهيد بهشتي

تساوي درحل معادلات 
درجـة اول
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ــايى  ــادلات درجة اول، بدفهمى هايى را شناس حل مع
ــبت  ــد و اكثراً بر بدفهمى هاى دانش آموزان نس كرده ان
به علامت تسـاوى تأكيد نموده اند. از نظر كارپنتر و 
همكاران (2003)، درك محدود دانش آموزان از معنى 
ــاوى، يكى از موانع اصلى در يادگيرى جبر  علامت تس

است. 

كليدواژه هـا: حل معادله، علامت تساوي، رياضي 
پاية  اول متوسطه، معادله درجة اول

كاربرد و تفسيرهاى علامت تساوى
ــان دادن روابط رياضى، از علامت هاى <  براى نش
(بزرگ تر از) و > (كوچك تر از) و ≤ (بزرگ تر يا مساوى) 
و ≥ (كوچك تر يا مساوى)، استفاده مى شود، اما ميزان 
به كارگيرى علامت تساوى (=) در تمام شاخه هاى رياضى، 
بيش از همه است و بر وجود يك رابطة تعادلى دلالت 
مى كند. علامت تساوى، به عنوان يك نماد رابطه اى، به 
ــود. مثلاً گاهى  روش هاى مختلفى نمايش داده مى ش
اوقات، از آن براى نشان دادن يك اتحاد استفاده مى شود، 
ــى  براى تعريف  ــل 2 = (a + b)(a + b)(a + b). گاه مث
 .(f(x)= 2x + 3) ــل ــود، مث يك تابع به كار برده مى ش
ــود و  ــتفاده مى ش زمانى ديگر، به همراه جاى خالى اس
به عنوان نمادى براى انجام دادن چيزى تفسير مى شود 
ــت كه «جواب را  يا به عنوان نمادى كه پيامش اين اس

پيدا كن» (--- = 3+4). 
ــت كه سينز- لودلو1 و والگاموث2  اين در حالى اس
ــاره دارند كه دانش آموزان،  (1998) نيز به اين نكته اش
الزاماً انتخابى براى تعريف و تعيين نمادهايى كه به كار 
ــا قراردادها را  ــورت، تنه ــد و در اين ص ــد ندارن مى برن
مى پذيرند. براى مثال، قبول علامت تساوى يا استفاده 
ــت كه آن ها از نظر رياضى آن  از آن، به اين معنى نيس

را فهميده اند. 

معانى تساوى و علامت تساوى
ــز مهم بين دو معنى  ــيارى از محققان، بر تماي بس
عملياتى و رابطه اى براى تساوى تأكيد دارند (كى يرِِن، 
1981؛ وينتر، 1982؛ وُلترز، 1991؛ فيلوى و همكاران، 
ــكاران، 2006). كى يرِِن (1981)  ــوث و هم 2003؛ ن
ــاوى  دريافت كه دانش آموزان دورة ابتدايى علامت تس
ــئله و پاسخ مسئله  را به عنوان نمادى مى بينند كه مس
ــر وى، فقط تغيير معانى  ــم جدا مى كند. از نظ را از ه
ــراردادى «جملات  ــه اى، قانون ق ــى به رابط از عمليات

ــه مى كند.  ــوان» را توجي ــرف معادله را بخ ــر دو ط ه
پريديگر3 (2010) نيز معتقد است كه آموزش حساب 
ــاوى هاى نامتقارن مثل ــى با تمركز بر تس دورة ابتداي
ــاوى  ــاى عملياتىِ علامت تس ــر معن 1= 3 - 6÷ 24، ب
تأكيد دارند. در نتيجه، كاربرد متقارن و رابطه اىِ علامت 
ــطه، با مشكل مواجه  ــاوى در جبرِ دورة اول متوس تس
ــود كه به عنوان نمونه، مى توان به عباراتى مانند:   مى ش
ــادلات جبرى مانند ــا مع 7  × 4 + 7 × 20= 7 × 24 ي

x2= -x + 6 اشاره نمود. 
ــوزش رياضى  ــيارى از محققان آم ــه، بس در نتيج
ــعة معناي رابطه اى، در ارتباط  در مورد مشكلات توس
ــهيل گذر دانش آموزان از  ــاوى براى تس با علامت تس
ــنهاد كرده اند كه كاربرد رابطه اى  حساب به جبر، پيش
ــاوى نيز، در برنامة درسى رياضى  و متقارن علامت تس
دورة ابتدايى وارد شود (كى يرِِن، 1981؛ وينتر4، 1982؛ 

ولترز5، 1991؛ تيِس6، 2005).
پريديگر (2010، به نقل از مِيل، 1993 و كورتسِ 
ــكاران، 1990) بيان مى كند كه فرايند يادگيرى  و هم
جبر، تحت تأثير معناي رابطه اى است و علامت تساوى، 
معناها و تفسيرهاى متفاوتى دارد كه مهم ترين آن ها در 

شش مورد زير، آورده شده  است:
ــت با جواب: ــاي عملياتى: عمليات برابر اس 1. معن

1 = 3- 6 ÷ 24؛
2. معناى رابطه اى: 

ــارن: 5 + 7 = 7 + 5 يا ــابى متق 2. آ - عبارت حس
92 - 102= 19؛

2. ب- تعادل رسمى كه جملات معادل را توصيف 
مى كند: x2 + x - 6 =(x - 2)(x + 3) ؛

ــخص  ــرطى كه مجهول ها را مش 2. ج- معادلة ش
مى كند: معادله x2= -x + 6 را حل كنيد. 

2. د- پارامترهاى زمينه اى در فرمول؛ مانند فرمول 
مساحت دايره (A = πr2) يا مثلث قائم الزاويه با وتر c و 

اضلاع a و b، كه در a2+b2= c2 صدق مى كنند؛
3. تعيين يا توصيف:

  m =  (a+b) يا y = 2x + 52
ــراى كاربرد  دسـته اول؛ معنـاى عملياتـى ب
ــرد: «عمليات  ــتفاده قرار مى گي غيرمتقارن مورد اس
ــت با جواب» (مك نيل7 و همكاران، 2006)،  برابر اس
ــاب دورة ابتدايى توضيح  ــته اغلب براى حس اين دس
داده مى شود. هم چنين در رياضيات پايه هاى بالاتر مثل 
حسابان هنگام مشتق گيرى از تابع چندجمله اى به كار 
 .f ′(x)=(3x2)′ = 6x :مى رود و براى مثال نوشته  مى شود

بسيارى از محققان 
آموزش رياضى در مورد 
مشكلات توسعة معناي 

رابطه اى، در ارتباط با 
علامت تساوى براى 

تسهيل گذر دانش آموزان 
از حساب به جبر، 

پيشنهاد كرده اند كه 
كاربرد رابطه اى و متقارن 

علامت تساوى نيز، در 
برنامة درسى رياضى دورة 

ابتدايى وارد شود
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دسـتة دوم، معناى رابطـه اى متمركز بر كاربرد 
ــت. اين دسته، خود شامل  ــاوى اس متقارن علامت تس
چهار زيردسته است، كه هريك متفاوت از ديگرى است. 
ــة عبارت  ــرِن (1981) كلم ــر (2010) از كى يِ پريديگ
ــتة 2. آ). كى يرِِن  ــرد (زيردس ــابى را قرض مى گي حس
ــه را براى ارتباط با دانش آموزان ابداع  (1981) اين كلم
كرد كه بتوانند تساوى هاى حسابى متقارن را از آن هايى 

كه شامل متغيرهاست تشخيص دهند. 
ــه تعادل  تعادل رسـمى (زيردسـتة 2. ب) ب
ــاره مى كند: ــا اش ــامل متغيره ــرى ش ــلات جب جم
 x ــام مقادير ــراى تم ــه ب x2 + x -6 =(x-2)(x+3) ك
ــير  ــته به تفس ــمى، بس صدق مى كند. اين تعادل رس
ــامل آن، مى تواند به روش هاى متفاوت  متغيرهاى ش

تفسير شود. 
در كلاس درس جبر، مهم است كه تعادل رسمى، 
با تفاسير متفاوتي كه دارد، از معادلات شرطى براى 
ــه، معادله ــود. اگرچ ــخيص مجهول ها متمايز ش تش
 x2 + x -6 =(x-2)(x+3) به طور نمادين شبيه x2=-x+6
ــت، اما ويژگى كاملاً متفاوتى دارد كه براى تمام  اس
ــلاوه، مجهول هاى خاصى را  xها به كار نمى رود. به ع
ــخص مى كند و با حل معادله، يك عدد مى تواند  مش

به عنوان مجهول مشخص شود. 

در زيردستة (2. د)، پارامترهاى زمينه اى در 
ــاوى قراردارند، فرمولى  فرمول كه در يك طرف تس
ــة فيثاغورس  ــره يا معادل ــاحت داي مثل فرمول مس
ــا از طرف  ــتند، ام ــه عبارات اصلى هس a2+b2=c2 ك

ديگر آن ها براى تمام a و bها مثل تعادل هاى رسمى
ــد. آن ها فقط در  ــه كار نمى رون   a2-b2=(a+b)(a-b) ب
ــراى مثال، به كار  ــتند؛ ب زمينه هاى خاص اصلى هس

بردن b، a و c براى طول هاى مثلث قائم الزاويه. 
ــكاران (1990) معرفى دسـتة  ــس8 و هم كورت
سومى را به نام تعيين يا توصيف، پيشنهاد كردند 
ــوند بلكه مثل  ــريح نمى ش ــه در آن  ، پارامترها تش ك
ــوند. تفاوت آن با پارامتر زمينه  اى  تعاريف بيان مى ش
اين است كه به تشخيص بين تعاريف و پيش فرض ها 
ــير بسيار متنوعى از  كمك مى كند. در مجموع، تفاس

علامت تساوى وجود دارد. 

درك تساوى به عنوان يك رابطه
ــاوى رابطه اى  ــوزان بايد بفهمند كه تس دانش آم
است كه بيان مى كند دو عبارت رياضى ارزش يكسان 

دارند. به دست آوردن اين درك، ارتباطات بين حساب 
و جبر را بيشتر مى كند. براى مثال، وقتى يك دانش آموز 
ــئلة 1+(8-10)= (1-8)-10 را حل مى كند درگير  مس
حساب است و در ضمن در حال يادگيرى مهارت هاى 
ــر، به ويژه  ــدن در جب ــرورى براى درگير ش ــرى ض فك

خاصيت شركت پذيرى در اعداد صحيح، است. 
ــنايى با اين نوع رابطه، مسائل مشكل   بعد از آش
ــوار  ــد: a-(b-c)=(a-b)+c براى دانش آموزان دش مانن
ــاوى به اين  ــت. اما اگر فكر كنند كه علامت مس نيس
ــان  ــود، برايش ــت كه بايد عملياتى اجرا ش معنى اس
ــى مقداري مثل  ــود بفهمند كه وقت ــوار خواهد ب دش
ــود، از طرف ديگر  ــرف معادله كم مى ش ــك ط c از ي
ــوز، 2001). در  نيز همان مقدار كاهش مى يابد (اكُس
اين شرايط، تنها روشى كه آن ها مى توانند درگير آن 
ــوند، «به خاطر سپردن يك سرى قوانين براى حل  ش
معادلات است». به دليل اينكه چنين قوانينى با درك 
ناقص همراهند، دانش آموزان قادر نيستند به درستى 
ــتفاده  آن ها را به خاطر بياورند و به راحتى از آن ها اس
ــوى و كارپنتر، 1999). دليل ديگرى  كنند (فاكنر، ل
ــت  ــوزان به اين درك نياز دارند، اين اس كه دانش آم
ــط جملات عددى  ــده توس كه بتوانند روابط بيان ش
ــك دانش آموز جملة  ــراى مثال، وقتى ي ــد. ب را ببينن
ــد «من  ــد و مى گوي ــددى 1+7+7=8+7 را مى بين ع
ــود، اما  به خاطر نمى آورم كه 7 به علاوه 8 چند مى ش
ــود 14 و سپس يكى  مى دانم كه 7 به اضافه 7 مى ش
ــود»، او يك  ــه آن اضافه مى كنم و حاصل 15 مى ش ب
رابطه خيلى مهم يعنى ويژگى شركت پذيرى را شرح 
ــت  ــاب، يك اصل اس مى دهد كه اين ويژگى در حس

(فاكنر، لوى و كارپنتر، 1999. )
ــترش توانايى بيان روابط، دانش آموزان  بعد از گس
ــائل  ــد بتوانند همان اصول رياضى را براى حل مس باي
ــد، يعنى با بيان آن  ــوارتر مثل 18- 45 به كار ببرن دش
به صورت 2+ 20 - 45= 18- 45 (فاكنر، لوى و كارپنتر، 
ــكل a-b=a-b+2-2 دربياورند.  ــا a-b را به ش 1999) ي
هم چنين، اكُسوز (2001) عقيده دارد كه درك تساوى 
ــك رابطه، فرصتى عالى فراهم مى كند تا در  به عنوان ي
ــوند  ــادگى حذف ش حل معادلات، جملات قرينه به س

(ساده شوند). 

بدفهمى هاى علامت تساوى
براساس يافته هاى تحقيقى متعدد (سينز- لودلو 
ــر و نيكولز، 1980؛  ــوث، 1998؛ برِ، ارِلوانگ و والگام
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فاكنر، لوى و كارپنتر، 1999)، دانش آموزان، از سال 
ــاوى  ــم ابتدايى، دربارة معناى علامت تس اول تا شش
ــن بدفهمي ها  ــد، ولي اي ــدى دارن ــاى ج بدفهمى ه
هنگامي كه دانش آموزان فعاليت هاى حسابى را انجام 
مى دهند، معمولاً مورد توجه قرار نمى گيرند؛ زيرا در 
اين فعاليت ها، رابطة بين دو طرف تساوى مورد نظر 
ــت و فقط يك عدد در سمت راست اين علامت  نيس
ظاهر مى شود. بدين سبب، هنگامى كه دانش آموزان 
ــا انواع ديگر جملات و به ويژه عبارات جبرى مواجه  ب
مى شوند، موقع استفاده از علامت تساوى، با مشكلات 
جدى مواجه مى شوند. آن ها تلاش مى كنند قوانين و 
درك خودشان از علامت تساوى را به كار ببرند، مثل 
ــبه مى كنند و  ــه گاهى اوقات، جواب ها را محاس اينك
ــت وجوى روابط هستند، گاهى اوقات  گاهى در جس
ــاوى توجه مى كنند و گاهى فقط به  به دو طرف تس
ــترو،  ــك طرف توجه دارند (مولينا، آمبروس و كاس ي

(2004
ــده در  ــليمَن و بريزولا (2000- نقل ش كاراهِر، ش
مولينا، آمبروس و كاسترو، 2004) مطرح مى كنند كه 
ــاي مقدماتي دانش آموزان در رياضى، يكى از  آموزش ه
ــت.  ــكلات آن ها در يادگيرى جبر اس دلايل اصلى مش
ــر و نيكولز (1980) با كودكان  در مطالعات برِ، ارِلوانگ
ــاله، مشاهده شد كه دانش آموزان نه  شش تا دوازده س
فقط علامت تساوى را به عنوان محركى براى يك پاسخ 
ــورد عباراتى كه بايد  مى بينند و مى فهمند، بلكه در م
نوشته شوند نيز ايده هايى قطعى دارند و اين نوع نگاه به 
علامت تساوى، باعث ايجاد بدفهمى هاى جدىِ بعدى 

در آن ها مى شود. 
ــوى (1999) نيز در تحقيقات  كارپنتر، فرانك و ل

خود به بدفهمى هاى زير اشاره كردند:
ــاوى به عنوان يك فرمان  ــير علامت تس 1. تفس
ــخ دادن. با اين فرض كه  ــت آوردن و پاس براى به دس
ــود و  ــاوى انجام ش ــات بايد در طرف چپ تس عملي
ــخ آن در طرف راست تساوى قرارگيرد.  بلافاصله پاس
براى مثال، برخى دانش آموزان به معادلة 5+ --- = 8+4 

پاسخ 12 دادند. 
2. عمليات تمام اعداد با هم. براى مثال، پاسخ 17 

را براي معادلة 5+ --- =4+8 نوشتند. 
هم چنين، متيوز و همكاران (2012) به دو مشكلى 
كه ممكن است دانش آموزان در زمان حل معادله با آن 

مواجه شوند، اشاره كردند:
1. با اينكه كاربرد متغير و جاى خالى از نظر منطقى 

ــت، دانش آموزان، معادلاتى را كه در آن ها  ــان اس يكس
به جاى متغير، جاى خالى به كار رفته است راحت تر حل 

مى كنند؛
ــه در يك طرف  ــى را ك ــوزان، معادلات 2. دانش آم
علامت تساوى عمليات دارد، نسبت به معادله اى كه در 
دو طرف علامت تساوى عمليات حسابى دارد، راحت تر 

حل مى كنند. 

درك دانش آموزان از علامت تساوى
ــيارى از  ــه براى بس ــان مى دهد ك ــات نش تحقيق
دانش آموزان دورة ابتدايى علامت تساوى يعنى به طور 
خودكار پاسخ را بنويس (برِ و همكاران، 1980؛ كارپنتر 
و همكاران، 2003؛ دمونتى و ولاسيس، 1999؛ فاكنر 
ــرِن، 1980؛  ــكوويچ و كى يِ ــكاران، 1999؛ هرس و هم
ــو و والگاموث،  ــينز- لودل ــكى و اتُو، 2002؛ س لوبينس
ــى و مك گريگور، 1997- نقل شده در  1998؛ استيس
اسِيين و سِتَتى، 2006). از اين گذشته، برِ و همكاران 
ــش و  ــرِن (1981) با دانش آموزان ش (1980) و كى يِ
ــاله كاركردند و فهميدند كه اكثر آن ها علامت  هفت س
تساوى را فقط وقتى قبول مى كنند كه در مقابل جمع و 
تفريق باشد. بنابراين يك عبارت شبيه 4+2 = --- براى 
آن ها مفهومى ندارد و بيان كردند كه علامت تساوى در 

مكان اشتباهى قراردارد. 
فاكنر و لوِى و كارپنتر (1999) نيز تحقيق مشابهى 
ــم،  ــام دادند. آن ها به دانش آموزان پاية اول تا شش انج
ــتند تا  ــارت 5+ --- =4+8 را دادند و از آن ها خواس عب
جاى خالى را پركنند. اكثر دانش آموزان تمايل داشتند 
ــخ سمت چپ را محاسبه كنند و در مقابل علامت  پاس

تساوى، آن را بنويسند. 
ــكاران (1980) و كى يرِِن  ــن، برِ و هم افزون بر اي
(1981) بدفهمى دانش آموزان از مفهوم علامت تساوى 
را به روشى كه به آن ها تدريس مى شود، نسبت دادند. 
ــوزان از علامت  ــد كه درك دانش آم ــا بحث كردن آن ه
ــار از آموزش هايى  ــاوى يعنى «خروجى مورد انتظ تس
ــى و مك گريگور  كه بچه ها دريافت كرده اند». استيس
(1997) و كارپنتر و همكاران (2003) هم بحث كردند 
كه استفاده از ماشين حساب به تقويت اين ايده كمك 
ــوان يك فرمان، يك  ــاوى به عن مى كند كه علامت تس
محاسبه را انجام مى دهد، زيرا اين همان كارى است كه 
با فشردن دكمة تساوى، ماشين حساب انجام مى دهد. 

دمونتى و ولاسيس (1999- نقل شده در اسِيين و 
سِتتى، 2006) اشاره كردند كه برخى از بدفهمى هاى 



استيسى و مك گريگور (1997) 
و كارپنتر و همكاران (2003) 
هم بحث كردند كه استفاده از 
ماشين حساب به تقويت اين ايده 
كمك مى كند كه علامت تساوى 
به عنوان يك فرمان، يك محاسبه را 
انجام مى دهد، زيرا اين همان كارى 
است كه با فشردن دكمة تساوى، 
ماشين حساب انجام مى دهد
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ــاوى به دليل استفاده از  دانش آموزان دربارة علامت تس
ــتعاره ها در بيان چرايى يك موضوع است، به عنوان  اس

مثال، a +3 بيشتر از اين نمى تواند ساده شود. 
ــتباه جبرى معمول دانش آموزان اين است  يك اش
ــاده كنند و آن را به  ــتر س كه مى خواهند a +3 را بيش
ــازند. در اين مورد  ــد 3a يا a3 تبديل س ــى مانن عبارت
ــان از  ــير خودش ــوزان كاملاً تحت تأثير تفس دانش آم
ــراى انجام دادن  ــاوى، به عنوان يك نماد ب علامت تس

چيزى، هستند. 
ــد كه  ــث كردن ــكاران (1999) بح ــر و هم فاكن
«به محض اينكه نمادها براى نمايش عمليات روى اعداد 
معرفى مى شوند، معلمان بايد دربارة فهم دانش آموزان 

از تساوى نگران باشند». 
كارپنتر و همكاران (2003) نيز مطرح مى كنند 
ــاوى به روش هايى كه  ــه از به كار بردن علامت تس ك
ــان نمى دهد دورى  ــاوى بين اعداد را نش رابطة تس
كنيد. مثال هاى چنين نمايش هاى اشتباه از علامت 
تساوى عبارت اند از: ليست هاى سنى (مثل جان=8 
و ماركى=9) يا مشخصه هاى عددى افراد يا چيزها يا 
استفاده از علامت تساوى در معرفى تعداد اشياء در 
يك مجموعه يا مقايسة دو عكس (كارپنتر، 2003)

پژوهش حاضر
ــود،  ــه در اين مقاله معرفى مى ش ــى ك در پژوهش
نويسندة اول، پس از معرفى خود و توضيح سؤالات، از 
ــت كرد كه،  دانش آموزان يك كلاس پاية نهم درخواس
ــؤالاتى  در صورت تمايل، با دقت و حوصلة كافى به س
در مورد چگونگى درك آن ها از علامت تساوى، پاسخ 
ــخ  دادن به  دهند. در اين كار آن هايى كه مايل به پاس
ــتند از كلاس خارج شوند.  ــؤالات نبودند، مى توانس س
ــد كه  ــاً  به دانش آموزان اين اطمينان نيز داده ش ضمن
نمرة  آزمون، هيچ تأثيرى بر نمرة  رياضى آن ها نخواهد 

ــت و نوشتن نام  ــت و صرفاً يك كار تحقيقاتى اس داش
ــان ضرورتى ندارد. لازم به ذكر است  و نام خانوادگى ش
ــده براى پاسخگويى به  كه مدت زمان در نظر گرفته ش
سؤالات، پانزده دقيقه بود. ابزار جمع آورى داده ها در اين 
پژوهش، چند مسئله بود كه قبل از اجراى اصلى، چند 
بار اجراى آزمايشى شد تا مشكلات احتمالي آن برطرف 

و اعتبار ابزار در رابطه با هدف تحقيق روشن شود. 

نتايج
ــج آزمون اصلى، به  ــمت، به تحليل نتاي در اين قس

تفكيك هر سؤال، مى پردازيم. 
سـؤال1. در جاهـاى خالـى عـدد مناسـب 

بنويسيد. 
ــؤال 1، به نوعى حل معادلة  بخش هاى مختلف س
درجة اول بدون استفاده از متغيرها بود تا ميزان درك 
ــاوى، قبل از اينكه وارد قوانين  دانش آموزان از نماد تس

حل معادله شوند، مشخص شود. 

الف. 3-. . . . . = 3×14
به اين سؤال حدود 66 درصد (29 نفر) دانش آموزان 
پاسخ درست دادند و عدد 45 را در جاى خالى قراردادند. 
ــؤال پاسخ هاى  حدود 34 درصد (15 نفر) نيز به اين س

متفاوت دادند. 
ــوزان عدد 42 را  ــدود 7 درصد (3 نفر) دانش آم ح
به عنوان پاسخ در جاى خالى نوشتند، كه به نظر مى رسد 
ــاى خالى حاصل  ــن عددِ بعد از ج ــدون در نظرگرفت ب
ــت  آوردند و يادداشت  عمليات قبل از تساوى را به دس
ــاوى را  ــته از دانش آموزان علامت تس ــد. اين دس كردن

«نمادى براى انجام دادن چيزى» مى بينند. 
ــدود 7 درصد (3 نفر)، عدد 48 را در جاى خالى  ح
قراردادند، كه به نظر مى رسد بر اثر اشتباه محاسباتى اين 

اتفاق رخ داده  است. 
ــدود 7 درصد (3 نفر)، عدد 39 را در جاى خالى  ح
ــخيص داده  بودند كه  ــرار دادند. اين دانش آموزان تش ق
ــا بدون در  ــد ام ــاوى بايد با هم برابر باش دو طرف تس
ــد از جاى خالى، عدد 39  نظرگرفتن علامت تفريقِ بع
ــخ نوشته و درحقيقت 39 را با 3 جمع  را به عنوان پاس

كرده بودند. 
ــد (3 نفر) از  ــدود 7 درص ــز ح ــارت 14× را ني عب
ــد  دانش آموزان در جاى خالى قرار دادند، به نظر مى رس
ــاوى نمادى براى  ــوزان علامت تس ــراى اين دانش آم ب

جابه جايى اعداد است. 



9 ة رة رة 4/ تابستان 1394 اة سى و دوم/ شمـــاة سى و دوم/ شمـــا ة سى و دوم/ شمـــرة سى و دوم/ شمـــر رشد آموزش رياضى/ دو

ب. 9-. . . . .= 9-5
70 درصد (31 نفر) دانش آموزان به اين سؤال پاسخ 
ــت دادند؛  ــخ نادرس صحيح و 30 درصد (13 نفر) پاس

اعداد 4 و 5 را در جاى خالى قراردادند. 
ــدد 4 را بعد از  ــد (6 نفر) دانش آموزان ع 14 درص
ــر مولينا و  ــتند. اين ها، طبق نظ ــاوى نوش علامت تس
آمبروس و كاسترو (2004) نماد تساوى را فرمانى براى 

انجام عمليات ديده بودند. 
ــد (7 نفر) دانش آموزان عدد 5 را در جاى  16 درص
خالى نوشتند. اينان، طبق نظر اسِييِن و سِتَتى (2006) 

به بيش تعميمى خاصيت جابه جايى تمايل دارند. 

ج. 27+31 =. . . . . +24
ــخ  ــؤال، حدود 90 درصد (40 نفر) پاس به اين س
ــخ نادرست (عدد 58)  ــت و 5 درصد (2 نفر) پاس درس
دادند؛ 5 درصد (2 نفر) نيز پاسخى به اين سؤال ندادند. 
ــته  ــخ نوش از دو نفرى كه عدد 58 را به عنوان پاس
ــخ  ــؤال 1پاس ــد، يك نفر به تمامى بخش هاى س بودن
ــه عمليات قبل از علامت  ــت داده  بود و بلافاصل نادرس

تساوى را انجام داده  بود. 

د. 5+. . . . . = 5÷100
93 درصد (41 نفر) دانش آموزان به اين سؤال پاسخ 
ــر) عدد 20 را در جاى  ــت دادند و 7 درصد (3 نف درس

خالى قرار دادند. 

ه. . . . . . -13 = 
در مجموع، 73 درصد (32 نفر) به اين سؤال پاسخ 
ــت و 23 درصد (10 نفر) پاسخ نادرست دادند. 4  درس

درصد (2 نفر) نيز به  كلي پاسخ ندادند. 
ــخ نادرست  ــؤال پاس از بين ده نفرى كه به اين س
ــد، پنج نفر عدد 26، دو نفر عدد 169، دو نفر عدد  دادن
ــك نفر حاصل  را 5/30  ــال تعجب ي 12 و در كم
ــت آورده  بود و در كنار سؤال، يادداشت كرده  بود  به دس
ــد و در جاى  ــاوى بايد با هم برابر باش كه دو طرف تس

خالى عدد 18/30 را قرارداده بود. 

نتايج به دست آمده از سؤال 1
ــاوى  ــه مراحل تكامل درك علامت تس با توجه ب
ــاره كردند،  ــروس (2008) به آن اش ــه مولينا و آمب ك
نتايجى كه از اين تحقيق به دست آمد، مشخص كرد كه 

دانش آموزان به مراحل اول و دوم درك دست يافته اند، 
ــاوى را محركى براى پاسخ مى دانند  يعنى علامت تس
و به عنوان فرمانى براى اجراى عمليات درك مى كنند، 
ــت و از راست  همچنين ويژگى تقارنى (از چپ به راس
ــد، اما هنوز به  ــخيص مى دهن به چپ) اين نماد را تش
مرحلة بيان تعادل، كه باعث درك كامل مفهوم تساوى 

مى شود، دست نيافته اند. 
ــاوى را نمادى براى اجراى  در حقيقت، علامت تس
ــخ براى آن مى بينند و بنا به  عمليات و يافتن يك پاس
عقيدة برِ و همكاران (1980) اين علامت را نمادى براى 

انجام دادن چيزى مى بينند. 
به عنوان مثال، در قسمت الف سؤال 1، دانش آموزانى 
ــتند نشان دادند كه  كه عدد 42 را در جاى خالى نوش
تنها به مرحلة اول درك تساوى رسيده اند، يعنى علامت 

تساوى را محركى براى پاسخ مى دانند. 
دانش آموزانى كه عدد 39 را به جاى پاسخ نوشتند، 
مرحلة دوم درك يعنى ويژگى تقارنى علامت تساوى را 
ــت  فهميده اند و مى توانند به اين علامت از چپ به راس
ــت به چپ نگاه كنند، اما هنوز به مرحلة بيان  و از راس

تعادل نرسيده اند. 
ــاى  ــه 14× را در ج ــوزان ك ــته از دانش آم آن دس
خالى نوشتند، مطابق با نظر اسِيين و سِتتى (2006) 
ــا توجه به خاصيت جابه جايى كه قبلاً در مورد ضرب  ب
ياد گرفته اند، به بيش تعميمى اين خاصيت تمايل پيدا 

مى كنند. 
دانش آموزاني كه پاسخ هاى نادرستى به قسمت ب 

سؤال 1 دادند، به دو دسته تقسيم مى شوند: 
ــدد 4 را در جاى  ــى كه ع ــتة اول، دانش آموزان دس
خالى قرار دادند. اين دانش آموزان حاصل عبارت 5-9 را 
به دست  آوردند و به عمليات بعد از جاى خالى توجهى 
نشان ندادند؛ كه طبق نظر پريديگر (2010) فقط معنى 
عملياتى علامت تساوى، يعنى كاربرد غيرمتقارن آن را 

درك كرده اند. 
ــاني بودند كه عدد 5 را به عنوان  دستة دوم، كس
ــتند. آن ها كاربرد متقارن علامت تساوى  پاسخ نوش
ــود تفكر رابطه اى  ــا به  خاطر عدم وج ــد ام را مى دانن
ــى در تفريق  ــت جابه جاي ــه خاصي ــط، آن را ب مرتب

گسترش مى دهند. 
ــابه  ــمت ج و د نيز مش ــت آمده از قس نتايج به دس

قسمت هاى الف و ب است. 
ــر عدد 26 را در جاى  ــمت ه حدود ده نف در قس
ــن دانش آموزان  ــد اي خالى قرار دادند. به نظر مى رس
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ــاوى بايد  ــرده بودند كه دو طرف علامت تس درك ك
ــى اين پاسخ نشان داد كه  ــد، اما بررس به تعادل برس
ــت دانش آموزان به طور ضمنى مفهومى را  ممكن اس
ــتند آن مفهوم را در  درك كنند در حالي كه قادر نيس

فرايند حل مسائل مرتبط به كار برند. 
ــت آمده با نتايج تحقيقى كه  همچنين نتايج به دس
ــر روى دانش آموزان پاية  ــتتى (2006) ب ــيين و سِ اسِ
هشتم و نهم انجام دادند، سازگار است. به اين معنى كه 
با بزرگ تر شدن دانش آموزان از نظر سنى و بالارفتن پاية 
تحصيلى آن ها، دركشان از علامت تساوى به طور كامل 
اصلاح نمى شود و هنوز اين نماد را علامتى براى رسيدن 

به جواب مى دانند. 
ــه در  ــد اين بدفهمى، از جمله، ريش به نظر مى رس
آموزش پيشين دانش آموزان دارد، زيرا به گفتة پريديگر 
ــا تمركز بر  ــاب دورة ابتدايى ب ــوزش حس (2010) آم
تساوى هاى نامتقارن مثل 1=3-6÷24 به معنى عملياتىِ 
علامت تساوى تأكيد مى كند و در نتيجه، كاربرد متقارن 
ــر دورة راهنمايى و  ــاوى در جب ــه اى علامت تس و رابط

دبيرستان با مشكل مواجه مى شود. 
ــر، فرانك و لوى (2003) نيز با تحقيقى كه  كارپنت
ــم انجام دادند، به  بر روى دانش آموزان پاية اول تا شش
ــيدند كه حتى با بالارفتن پاية تحصيلى  اين نتيجه رس
ــؤال 5+ --- = 4 + 8 با  دانش آموزان، باز هم در حل س
مشكل مواجه مى شوند و عدد 12 يا 17 را در جاى خالى 

قرار مى دهند. 
ــل داده ها و آگاهى از  براى انجام بهتر تجزيه وتحلي
چگونگى و چرايى درك دانش آموزان از علامت تساوى، 
مصاحبه اى با دو نفر از دانش آموزان كه به سؤال 1 پاسخ 

اشتباه دادند، صورت گرفت:
پژوهشگر: چرا در قسمت د عدد 20 را قرار دادى؟

دانش آموز 1: چون 100 تقسيم بر 5 مى شود 20. 
ــاوى به چه معنى  ــگر: به نظر تو علامت تس پژوهش

است؟
ــاوى مثل اين مى ماند كه  دانش آموز 1: علامت تس
دو چيز را جمع كنى و در نهايت جواب را بنويسى يا دو 
چيز را از هم كم كنى و بعد از علامت تساوى جوابش را 

بنويسى. تساوى، برابر بودن را نشان مى دهد. 
ــمت ب، عدد 5 را قرار  ــگر: در سؤال 1، قس پژوهش

دادى. توضيح بده كه چطور به اين عدد رسيدى. 
دانش آموز2: چون سؤال مى گويد 9 منهاى 5 برابر 
ــت با يك چيزى منهاى 9. من گفتم، چون برابرند  اس
پس همان چيزى كه در طرف چپ است بايد در طرف 

ــتم 9 منهاى 5  ــت قرار بگيرد، به همين دليل نوش راس
مساوى است با 5 منهاى 9. 

ــت، اين  ــخص اس همان طور كه از مصاحبه ها مش
ــاوى  دو دانش آموز هر كدام درك خاصى از علامت تس
ــاب دورة ابتدايى علامت  دارند. دانش آموز 1 مانند حس
ــيدن به جواب مى داند و به  ــاوى را نمادى براى رس تس
عملياتى كه بعد از جاى خالى قرار گرفته است، توجهى 

نشان نمى دهد. 
دانش آموز 2 نيز به بيش تعميمى خاصيت جابه جايى 
تمايل دارد و چون مى داند علامت تساوى ويژگى تقارنى 
ــخ به اين سؤال استفاده  دارد از اين خاصيت براى پاس

مى كند. 
ــد، به نظر  ــت آم ــه نتايجى كه به دس ــا توجه ب ب
ــر آموزش  ــى ب ــان، مبن ــنهاد محقق ــد پيش مى رس
ــنهاد  ــر يعنى از دوران ابتدايى پيش زود هنگام جب

ــد.  منطقى اى باش
بنابراين به دليل اين كه علامت تساوى پل ارتباطى 
بين حساب و جبر است، توجه ويژه به يادگيرى كامل 

اين مفهوم در دوران ابتدايى توصيه مى شود. 

سـؤال2. عبارت رياضى زير درسـت است يا 
نادرست؟ دليل خود را توضيح دهيد. 

5+9 =14÷2 =7×3 =21
ــر) دانش آموزان به اين  ــدود 63 درصد ( 28 نف ح
سؤال پاسخ درست و حدود 34 درصد ( 15 نفر) پاسخ 

نادرست دادند. 3 درصد (1 نفر) نيز پاسخ نداند. 
از بين پاسخ هاى متفاوتى كه به اين سؤال داده  شده 
ــت، دو پاسخ، نظر پژوهشگر را بيشتر به خود جلب   اس

كرد:
1. درست است؛ چون ابتدا ضرب يا تقسيم هركدام 
را، كه از سمت چپ اولويت دارد، بايد انجام داد، سپس 

جمع را؛
2. درست است؛ چون هركدام از عبارت ها مضربى 

از 7 هستند. 
اين پاسخ ها در واقع تأييد گفتة آيزنر (2000) است 
ــتر و هم كمتر از  كه مي گويد: «دانش آموزان، هم بيش

آنچه كه به آن ها تدريس مى شود، مى آموزند». 
ــاوى به عنوان يك نماد تك جهتى  فهم علامت تس
ــادى براى انجام  ــلاً مرتبط با درك آن به عنوان نم كام
ــبة  ــر دو مفهوم به دنبال محاس ــت. ه  دادن چيزى اس
ــتند (اسِيين و  ــاوى هس كميت طرف چپ علامت تس

سِتتى، 2006). 



كى يرِِن (1981) دريافت 
كه دانش آموزان دورة 

ابتدايى علامت تساوى 
را به عنوان نمادى 

مى بينند كه مسئله و 
پاسخ مسئله را از هم 

جدا مى كند. از نظر 
وى، فقط تغيير معانى 

از عملياتى به رابطه اى، 
قانون قراردادى 

«جملات هر دو طرف 
معادله را بخوان» را 

توجيه مى كند
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ــكاران (1980) و كى يرِِن  ــر و هم ِ ــال، ب براى مث
ــوزان از پذيرش اين كه  ــد كه دانش آم (1981) دريافتن
ــت،  عبارت رياضى4+2= ---، از نظر رياضى صحيح اس
خوددارى مى كنند و اظهار مى كنند كه علامت تساوى 
ــر اين دانش آموزان  ــتباهى قراردارد. از نظ در مكان اش
فقط وقتى اين عبارت رياضى صحيح است كه به شكل

--- = 4+2 نوشته شود و بتوان اين عبارت را از چپ به 
راست خواند. 

ــروس (2008) بيان كردند  همچنين مولينا و آمب
ــنا مواجه  كه دانش آموزان وقتي با جملات عددى ناآش
 a ± b=c ــراردادى ــكل ق ــوند، كه متفاوت از ش مى ش
هستند، در تفسير علامت تساوى به عنوان نماد تعادلى 

با مشكل روبه رو مى شوند. 
پژوهشگر براى اينكه از چگونگى و چرايى پاسخ به 
ــود، از يكى از دانش آموزان در مورد  ــؤال آگاه ش اين س

نحوة پاسخگويى به اين سؤال مصاحبه به عمل آورد:
پژوهشگر: تو در سؤال 2 بيان كردى كه اين عبارت، 

صحيح است. چطور به اين نتيجه رسيدى؟
دانش آموز: اين عبارت، از نظر رياضى درست است. 
چون 9+5 برابر است با 14 و 14 تقسيم بر 2 برابر است 
ــود، 21. كه جواب آن هم  با 7، 7 هم ضرب  در 3 مى ش

درست است. 
ــگر  بعد از گفت وگو با اين دانش آموز، براى پژوهش
مشخص شد كه نحوة آموزش گذشتة دانش آموزان در 
حساب مى تواند يكى از دلايل اين اشتباه باشد. به همين 
دليل است كه استانداردهاى انجمن ملى معلمان رياضى 
(NCTM، 2000) پيشنهاد مى كند كه تفكر جبرى بايد 

در اوايل دورة ابتدايى گسترش يابد. 
با توجه به مراحل درك تساوى كه مولينا و آمبروس 
(2008) در نظرگرفته اند، به نظر مى رسد دانش آموزان 
ــت  ــخ دس به مرحلة اول درك يعنى محركى براى پاس

يافته اند. 
ــؤال حتى به ويژگى تقارنى علامت  در مورد اين س
ــاوى (مرحلة دوم درك) نيز توجه نكرده اند. همين  تس
ــان مى دهد كه دانش آموزان در محاسبات  موضوع نش
ــد اما درك ناقص آن ها از  مى توانند به خوبى عمل كنن
ــود كه اين عبارت را از نظر رياضى  تساوى باعث مى ش

درست بدانند. 
ــؤال به دست  نتايجى كه از تجزيه وتحليل اين س
ــتتى (2006)  ــيين و سِ ــه اسِ ــى ك ــا نتايج ــد، ب  آم
ــازگار است. به اين معنى كه هنوز  به دست آوردند، س
ــتند  ــطه (نهم) دانش آموزانى هس در پاية اول متوس

ــاوى ندارند و به اين  ــى از علامت تس ــه درك كامل ك
علامت به صورت نمادى تك جهتى نگاه مى كنند و به 
ــاوى بايد  اين موضوع توجه نمى كنند كه علامت تس
ــد، بنابراين عدد 14  ــان ده يك رابطة تعادلى را نش

نمى تواند با 21 برابر باشد. 

سـؤال 3. در يـك ظرف ميوه 5 عدد سـيب 
قرار دارد. اگر يك سـيب ديگر به سيب ها اضافه 
شود، تعداد سيب هاى ظرف، 6تا مى شود. اگر باز 
هم دو سـيب ديگر در ظرف گذاشته شود، تعداد 
سـيب هاى داخل ظرف ميوه چندتا مى شـود؟ با 

نوشتن راه حل توضيح دهيد. 
اين سؤال در ابتدا، براى دانش آموزان، ساده به نظر 
مى رسيد و آن ها بلافاصله جواب را اعلام مى كردند، اما 
ــد كه راه حل سادة  آن را  ــته  ش زمانى كه از آن ها خواس
ــند، 27 درصد (12 نفر) آن ها پاسخ را به صورت  بنويس
ــييِن و سِتَتى  ــتند كه به عقيدة اسِ 8=2+6=1+5 نوش
ــته از دانش آموزان علامت تساوى را  (2006) اين دس
نمادى تك جهتى مى بينند، يعنى نمادى كه از چپ به 

راست براى آن ها معنى دارد. 
ــت نفر از  ــه هش ــب بود ك ــگر جال ــراى پژوهش ب
ــؤال 2 پاسخ نادرست دادند، راه  دانش آموزانى كه به س
ــتند و پنج نفر از آن ها كه  ــؤال 3 را درست نوش حل س
ــؤال 3 پاسخ  ــخ صحيح دادند براى س ــؤال 2 پاس به س
8=2+6=1+5 را نوشته  بودند. شش نفر هم هر دو سؤال 

2 و 3 را اشتباه جواب دادند. 
در مجموع، 68 درصد (30 نفر) به اين سؤال پاسخ 
ــت و 27 درصد (12 نفر) پاسخ نادرست دادند؛ 5  درس

درصد (2 نفر) نيز به كلي پاسخ ندادند. 
ــوة تفكر  ــورد نح ــگر در م ــه پژوهش ــراى اينك ب
ــود، با يكى از  ــؤال آگاه ش دانش آموزان راجع به اين س
ــؤال پاسخ نادرست داده  بود  دانش آموزان كه به اين س

مصاحبه اى انجام داد. 
پژوهشگر: مى توانى در مورد راه حلى كه نوشته اى، 

توضيحى بدهى؟
دانش آموز: در ابتدا به 5 سيب خود، 1 سيب ديگر 
اضافه مى كنيم تا تعداد سيب ها به 6 برسد. اگر باز هم 
ــيب ديگر به مجموع سيب هاى خود اضافه كنيم،  2 س

حاصلِ ما به 8 مى رسد. 
ــى از ترجمة عبارت  ــن خطا در نمادگذارى، ناش اي
كلامى به جملة رياضى است (ليون، 2003، نقل شده 

در اسِيين و سِتتى، 2006 )
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ــح اما  ــوز صحي ــن دانش آم ــفاهى اي ــح ش توضي
ترجمه اش به جملة رياضى نوشتارى نادرست است. 

شليمن، كاراهر، بريزولا و جونز (1998) و فاكنر و 
همكاران (1999) نيز مشاهده كردند كه دانش آموزان 
ــائل  زمانى كه درگير زمينه هاى فيزيكى واقعى يا مس
ــوند، درك صحيحى از تساوى  ــفاهى مى ش كلامى ش

نشان مى دهند. 
ــد دانش آموزان  ــؤال 3، به نظر مى رس در مورد س
علامت تساوى را براى بيان تعادل بين دو عبارت به كار 
نمى برند، بلكه از آن به عنوان يك دستور براى محاسبة 

مقدار عبارت قبلى استفاده مى كنند. 
در واقع، نتيجه اى كه از اين سؤال به دست آمد، 
ــكيو و ويليام (1995- نقل شده  تأييدى بر گفته اسَ
در لى، 2006) است كه مي گويند: «به نظر مى رسد، 
آموزش به روشى كه مانع ايجاد هر نوع بدفهمى در 
دانش آموزان شود، ممكن نيست. ما بايد بپذيريم كه 
ــتند  دانش آموزان برخى تعميم ها را كه صحيح نيس
مي سازند. بسيارى از اين بدفهمى ها پنهان مى ماند 
ــكار  ــا اينكه معلم با تلاش هاى ويژه اى آن ها را آش ت

كند. »
شايد به همين دليل است كه يكى از نگرانى هاى 
ــرى و درك  ــى، اصلاح يادگي ــى معلمان رياض اصل
ــت (هال، ؟). تحليل خطا مى تواند  دانش آموزان اس
ــد. همان طور كه  ــن فرايند باش ــزار مفيدى در اي اب
ــال، ؟) بيان  ــده در ه ــل ش ــچ (1993، نق لابينووي
ــد «خطاهاى كودك در واقع، مراحل طبيعى  مى كن

يادگيرى هستند». 
ــت آمده از اين سؤال، مشخص كرد  نتيجة به دس
ــى كه پريديگر (2010)  كه با توجه به معانى متفاوت
براى علامت تساوى در نظرگرفته  است، معنى عملياتى 
اين نماد باز هم بيشتر مورد توجه دانش آموزان است و 
به جز تعداد كمى از آن ها، به اين علامت به عنوان يك 

رابطة تعادلى نگاه نمى كنند. 
ــه مراحل دركى كه مولينا و  همچنين، با توجه ب
آمبروس (2008) براى علامت تساوى در نظرگرفته اند، 
ــود كه، با اينكه دانش آموزان مى توانند  مشخص مى ش
ــند، اما به دليل  ــفاهى به جواب درست برس به طور ش
اينكه به مرحله سوم درك تساوى، يعنى بيان تعادلى، 
ــتند علامت تساوى را به درستى  نرسيده اند، قادر نيس

تفسير كنند. 
ــت آمد،  ــؤال به دس نتايجى كه از تحليل اين س
ــتتى (2006) سازگار  ــيين و سِ با نتايج تحقيق اسِ

ــت، به اين معنى كه دانش آموزان در پاسخ گويى  اس
به اين سؤال نشان دادند كه علامت تساوى را نه تنها 
ــام دادن چيزى مى بينند،  ــوان نمادى براى انج به عن
بلكه آن را به عنوان نمادى تك جهتى تفسير مى كنند. 

سؤال 4. معادلة زير را حل كنيد. هر مرحله از 
راه حل خود را بنويسيد و بيان كنيد در هر مرحله، 

چه كارى انجام داده ايد. 
4x+4 = 4x+1
ــن شدن اين موضوع طراحى  اين سؤال براى روش
ــورى كه از  ــوزان، با توجه به تص ــد كه آيا دانش آم ش
مفهوم تساوى دارند به اين نتيجه مى رسند كه معادله 
جواب ندارد؟ و يا اينكه براساس رويه هايى كه براى حل 
معادله ياد گرفته اند، معادله را حل مى كنند و به جواب 

مى رسند. 
تنها حدود 38 درصد (17 نفر) به اين سؤال پاسخ 
ــام دادن رويه هاى  ــه البته بعد از انج ــت دادند، ك درس
ــه عبارت ــول كردن) ب ــوم و مجه ــه (معل ــل معادل ح

ــيدند و در نهايت به اين نتيجه رسيدند كه  3- = 0 رس
معادله جواب ندارد. 

ــدود 57 درصد (25 نفر) معادله را حل كردند و  ح
به پاسخ نادرست x = -3 رسيدند و حدود 5 درصد (2 

نفر) به اين سؤال پاسخى ندادند. 
ــنِ بدون دليل  ــد، حفظ كردن قواني به نظر مى رس
آن قدر در ذهن دانش آموزان رسوخ كرده است كه حتى 
دانش آموزانى كه به سؤالات قبلى پاسخ درست دادند، 

نتوانستند به اين سؤال پاسخ صحيح دهند. 
ــر) دانش آموزان به  ــوع، 20 درصد (9 نف در مجم
تمامى سؤالات پاسخ صحيح دادند و بقيه آن ها حداقل 

يك پاسخ نادرست در آزمون داشتند. 
ــير  ــد كه تفس ــان مى ده ــدد نش ــات متع تحقيق
ــوان نمادى براى  ــاوى به عن دانش آموزان از علامت تس
ــى از روش  انجام دادن چيزى يا نمادى تك جهتى، ناش
ــت (برِ و همكاران، 1980؛  آموزشى سال هاى قبل اس
ــى و مك  ــال، 1983؛ كى يرِِن، 1980؛ استيس فرودنت
گريگور، 1997؛ كارپنتر و همكاران، 2003- نقل شده 

در اسيين و ستتى، 2006. )
در پايه هاى بالاتر تحصيلى، اين تصور همچنان باقي 
مي ماند و حتى از طريق آموزش دستورالعمل ها در جبر 
تقويت مى شود: آموزش قوانين (بدون دليل) براى كار 
ــود. براى  با عبارات جبرى منجر به درك محدود مى ش
مثال، پژوهشگر، از يكى از دانش آموزانى كه به اين سؤال 
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پاسخ نادرست داده  بود، مصاحبه به عمل آورد:
ــن معادله را چگونه حل  ــگر: توضيح بده اي پژوهش

كردى؟
دانش آموز: ابتدا بايد تمام جملات مشابه را به يك 
طرف منتقل كنيم، بنابراين تمام اعداد را به يك طرف 
ــپس جملات  ــام xها را به طرف ديگر مى بريم، س و تم
متشابه را با هم مى گيريم. يك 4x در اين طرف داريم، 
ــراى آوردن 4x ديگر از طرف ديگر بايد علامت آن را  ب
عوض كنيم، كه در اينجا علامتش منفى مى شود، يعنى 

 .4x-4x
عدد 4 هم بايد در كنار عدد 1 قرار بگيرد، پس آن 
ــود. يعنى بعد از معلوم مجهول كردن،  هم منفى مى ش

معادله را حل مى كنيم. 
ــؤال نشان مى دهد، كه  پاسخ دانش آموز به اين س

درك او از علامت تساوى، ابزارى است. 
هيچ يك از دانش آموزان، روش حل خود را طورى 
توضيح نداد كه به نقش مهم علامت تساوى در معادله 
ــح نداد كه وقتى يك  ــاره كند. هيچ يك حتى توضي اش
ــود، چگونه علامتش  ــت به طرف ديگر برده مى ش كمي
تغيير مى كند، يا اضافه كردن مقادير يكسان به دو طرف 
ــتن دو طرف، ضرورى است.  معادله، براى برابر نگه  داش
آن ها فقط «قوانين بدون دليل» را مى دانند. (اسكمپ، 

1976- نقل شده در اسِيين وسِتتى، 2006)
ــث مى كند كه «يادگيرى  اوليوير (1996) نيز بح
جديدِ نادرست، اساساً نتيجه يادگيرى درست گذشته 

است». 
ــيارى وجود دارد كه با تفسير  البته نمونه هاى بس
علامت تساوى به عنوان نمادى براى انجام دادن چيزى 

يا نمادى تك جهتى، پاسخ صحيح را فراهم مى آورد. 
ــرد كه حتى  ــاهده ك ــز مش ــرِن (1981) ني كى يِ
دانش آموزانى كه يك روش آموزشى مناسب را دريافت 
كرده اند، كه در آن روش بر علامت تساوى به عنوان يك 
ــود، هنوز نمى توانند مفهوم صحيح  رابطه تأكيد مي ش
ــن بدفهمى هايى در  ــاوى را بپذيرند. چني ــت تس علام
دبيرستان و دانشگاه نيز وجود دارد. (كلمنت، 1982- 

به نقل از لى، 2006)
ــؤال، تأييدى  ــوزان به اين س ــخ هاى دانش آم پاس
ــت، كه  ــر يافته هاي مك نيل و آلى بالى (2005) اس ب
ــوزان به الگوى  ــتگى دانش آم ــد: درجة پيوس مي گوين
ــاً مرتبط است با اينكه  ــاوى اساس عملياتىِ علامت تس
ــح را براى حل معادلات  ــه آن ها يك روش صحي چگون

توليد مى كنند. 

ــؤال 4، دانش آموزان با استفاده از معنى  در مورد س
ــدون اينكه معادله را حل  ــاوى و ب رابطه اىِ علامت تس
كنند، مى توانستند از دو طرف معادله دو جملة يكسان 
ــند كه معادله  ــذف كنند و به اين نتيجه برس 4x را ح
ــه چون قوانين معادله را بدون  جواب ندارد. در حالى ك
دليل ياد گرفته اند، ابتدا معادله را حل مى كنند و سپس 

بيان مى كنند كه معادله غلط است و جواب ندارد. 
نتايج به دست آمده با نتايج تحقيقات پيشين سازگار 

است، به اين معنى كه:
ــه  ــد ك ــرح كردن ــتتى (2006) مط ــيين و سِ اسِ
ــتفاده از  ــتند، معادله را، بدون اس دانش آموزان نتوانس
ــن حل آن، حل كنند و به معنى رابطه اى علامت  قواني

تساوى توجهى نشان ندادند. 
ــان كردند كه،  ــكاران (2012) نيز بي متيوز و هم
ــك طرف علامت  ــى را كه در ي ــوزان، معادلات دانش آم
ــبت به معادله اى كه در دو  ــاوى عمليات دارد، نس تس
ــابى دارد، راحت تر  ــاوى عمليات حس طرف علامت تس

حل مى كنند. 
با تفسيرى كه پريديگر (2010) از علامت تساوى 
ــه معنى عملياتى  ــؤال دانش آموزان ب ــن س دارد، در اي

علامت تساوى توجه دارند. 
با توجه به مراحل تكامل دركى كه مولينا و آمبروس 
(2008) از علامت تساوى بيان كرده اند، نتيجه تحليل 
اين سؤال نشان مى دهد كه دانش آموزان در زمان حل 
ــيده اند اما به اين  معادله به مرحلة اول و دوم درك رس
ــه معادله به نوعى بيان يك رابطة  نكته توجه ندارند ك

تعادلى است. 
ــرِ معادله  ــراى يادگيرى بهت ــى از محققان ب برخ
ــتفاده از ترازوى متعادل را پيشنهاد مى كنند،  ايدة اس
ــت.  ــه بازنمايى يك رابطة معادل بين دو كميت اس ك
ــتتى (2006) عقيده دارند كه چگونه  ــيين و سِ اما اسِ
ــتفاده از ترازوى متعادل sin30 = 0/5 يا.  مى توان با اس
ــا حتى اين موضوع،  ــان داد. ي . . 1/4142 =  را نش
ــود، وقتى كه موضوع بحث وارد جبر  ــكل تر مى ش مش

مى شود. 

بحث و نتيجه گيرى
تجزيه وتحليل داده هاى تحقيق نشان داد كه اكثر 
ــراى حل معادله، كه  ــوزان ابزارهاى لازم را ب دانش آم
ــت، در اختيار دارند. اما  ــان قوانين حل معادله اس هم
ــتى از علامت تساوى ندارند  به دليل اينكه درك درس
قادر نيستند با كمك گرفتن از معنى رابطه اىِ علامت 
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تساوى به حل معادله بپردازند. 
ــيرى كه دانش آموزان از  ــترين تفس در واقع، بيش
علامت تساوى دارند، اين است كه آن را نمادى براى 
انجام دادن چيزى يا يافتن يك پاسـخ مى دانند. 
از اين نظر، علامت تساوى ابزارى براى نوشتن جواب 

است. 
ــخص شد،  مفهوم ديگرى كه در اين مطالعه مش
ــادى تك جهتى  ــاوى به عنوان نم درك علامت تس
ــؤال هاى 2 و 3 مشخص  بود، كه اين نوع درك در س
شد. يعنى اين نماد براى اكثر دانش آموزان از چپ به 

راست معنى دارد. 
ــطه (نهم) در مورد  ــوزان پاية اول متوس دانش آم
ــاى زير مواجه  ــاوى با بدفهمى ه ــوم علامت تس مفه

هستند. 
1. به علامت تساوى به عنوان نمادى براى اجراى 
ــگاه مى كنند و به عمليات بعد از جاى  يك عمليات ن

خالى توجهى ندارند؛
ــت جابه جايى تمايل  ــه بيش تعميمىِ خاصي 2. ب

دارند؛ 
3. علامت تساوى را نمادى تك جهتى مى بينند، 

كه عمليات را از چپ به راست اجرا مى كند؛
ــد، در مورد  ــخص ش 4. بدفهمى ديگرى كه مش
ــئله كلامى به زبان رياضى بود. يعنى  ترجمة يك مس
ــفاهى قادرند راه حل مسئله را  دانش آموزان به طور ش
ــته مى شود،  بيان كنند، اما هنگامى كه از آن ها خواس
ــند، علامت تساوى را  راه حل را به زبان رياضى بنويس
ــؤال به كار  ــاط و اتصال بين مراحل حل س براى ارتب
مى برند. على رغم اينكه در ابتدا، دانش آموزان به ساده 
بودن سؤال اشاره كردند، اما 27 درصد (12 نفر) آن ها 

راه حل را به صورت 8=2+6=1+5 نوشتند. 
ــترين اشتباه در حل معادله، اين است كه  5. بيش
ــاوى را به منزلة يك  ــوزان معادله و نماد تس دانش آم
ــاده كردن  ــاد براى انجام چند عمليات رياضى و س نم
ــدن آن بدون حتى لحظه اى درنگ،  مى بينند و با دي
ــه كمك گرفته و  ــان در مورد نوع معادل از اطلاعاتش
ــروع به حل مى كنند و حل معادله را مستلزم طى  ش
ــد و در ميان راه حل خود،  ــرى مراحل مى دانن يك س
ــند، كمتر توجه دارند و فقط  به مفهوم آنچه مى نويس
سعى مى كنند از يك مرحله، مرحلة ديگرى را نتيجه 
ــتباه در بررسى  بگيرند (برهمند، 1386). اين نوع اش

سؤال 4 مشخص شد. 
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